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DANS LES anntes 1970. Renl Thorn a post des questions concernant les feuilletages singu- 
hers d&is par des kquations diff&entielles holomorphes du plan complexe. Entre autres la 
question suivante (cf. exposi de J. P. Ramis i Cargese [9]): 
“un feuilletage dont toutes les fcuilles sont analytiques posside-t-il une intkgralc prcmi&e 
mtiromorphc?” 
En 1980 J. F. Mattci et R. Moussu [S] donnc unc rtiponsc dans lc cas oti le fcuillctagc 
possldc un nombre fini dc fcuillcs adhircntes i I’originc, cas appelk simple: 
T~lio~i:~ I:. Un fkillelo~]c pc~.s.s&fe une inr&]rcde premi&e holomorphe si et seulement si il 
es; simple. 
Dans Ic cas oli IL‘ fcuillctagc posside une infinitL: de courbcs inttgralcs, fcuilletage dit 
.#-simple (cf. [6]), la rkponsc est nirgativc comme Ic montrc un excmple de Suzuki. Par 
contrc D. Ccrveau et J. F. Mattci [33 ont construit unc conjugaison topologique entrc cet 
cxemplc et Ic fcuillctagc donnL: par les surfaces dc nivcau dc la fonction miromorphc 
(2 - y2)/x2. 
Le rOsultat principal de cct article (Thiortme II, ch. 11) rtpond entiirement ri la question: 
TWCORCME. Tout yerme de feuilletuye holomorphe de (C2, 0). J jieuilles fermGes est 
topoloyiyuement conjuyut! ir un feuilletuye ayunt une int&&e premigre mkromorphe. 
Rappelons qu’un feuillctagc holomorphe singulicr A I’origine de C2 est la donnbe d’un 
germe de I-formc: 
(0) w = u(x, y)dx + 6(x, y)dy, a, bE&, 
ri multiplication prPs par un ilOment inversible u(u(0) # 0) de I’anneau fi2 des germes de 
fonctions holomorphes de C2. Son lieu singulier est: I(9) = {a(x, y) = 6(x, y) = 0). En 
divisant par y = pgcd (a, h), o devicnt $ singularit isolte et Ic feuilletagc _@ dSfmi par w/y 
cst appelk s&uri de 9, 
Nous dirons qu’un fcuillctage est ci feuilles fermPes s’il existe un voisinage ouvert U de 
0 dans 63’ tcl que toutes Its fcuillcs de .F 1 CJ - {0) soient fcrmtes dans V - {O}. Dans ce cas, 
elles sont analytiques dans U - (0; et, d’aprts un thiortme de Remmert-Stein [4], leurs 
adhkrenccs sont analytiques dans U. On les appelera courbes intPyrales ou kpuratrices 
de .8. 
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Pour dimontrer le thtorime now construisons une famille topologiquement triviale de 
feuilletages A feuilies analytiques qui, pour une valeur du paramitre est le feuilletage 
consid& et, pour une autre valeur. poside une intkgrale premiire mlromorphe; cette 
preuve constitue le chapitre II. Dans un premier temps (chapitre I) nous donnons des 
caractOrisations de telles familles. Nous prouvons que la trivialit topologique tquivaut 
B I’existence d’une rCduction en famille. Ce r&hat ginCralise le thiorPme classique de 
Zariski pour les families de courbes [ 111. On peut en particulier I’appliquer aux familles de 
fonctions m0romorphes. La notion d’tquiriduction est prlciske au chapitre 0, oti nous 
introduisons les notations et faisons quelques rappels. Pour plus de d&ails. nous renvoyons 
le lecteur i [7], [8] et [I]. 
0. DEFINITIONS ET NOTATIOSS 
0.1. Arbre Associt; a un Feuilletage 
Definition 0.1.1. Un arbre est un diagramme commutatif A: 
bf’h’ 4 . . . _+ MO) c MG-1) _+ . . . ~ hfWj 
v 
x;(hl 4 . . . + 11) _+ $1) + . . . -* g, 
u u u 
s’h’ 4 . . . -+ s (3 ~ ,yCj-II 4 . . . + $ 
oti: - les Z’j’ sont dcs sow-cnscmblcs analytiqucs fcrmL:s dc M’j’ , appclL:s .sin~quluritCs, 
--Its S’j’ sent dcs sous-writit& (lisscs) fcrmL:cs dcs X(j). 6vcntucllcmcnt Stk’ pcut ctrc 
vidc. 
--’ Its b’j’ sont IL’S morphismcs d’L:clatcmcnts dc ccntrc S(j). Nous noterons 
E, = E”‘,> .., <I Eli’, l)fjI = E,- 1 (s(W) qui sent appclcs difkwrs; 11 ct hlth’ sent appclts 
rcspcctivcmcnt hutcur ct somrnst dc I’arbrc. Enlin nous notcrons 





a ),=O . . . . . h. 
Prtcisons cc quc scra la comparaison cntrc dcux arbres: 
i= 1, 2. 
D&finition 0.1.2. On dira que A, et A2 sont &piculrnts et on notera A, z AL si: 
--II, = h,( =h) 
et 
-pour j = 0 ... h, il existe des homlomorphismes 
$j’: bf;j’ + M;j’ tcls que p(xp) = xy), cp(s;Jj) = sp 
et tels que Ies diagrammes suivants soient commutatifs: 
,$,,;” ‘pll’ ,$f1?” 
E,,I 
I 1 1 E:” 
bf;j- IBc nr;j- II 
Nous serons am&s zi considkrer, au tours dcs d6monstrations. la position d’une courbe 
relativemcnt i un fcuillctagc. C’cst pourquoi nous introduisons ici la notion de rtduction 
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dun couple (9, Z), ou 9 est un feuilletage sur une variite M de dimension 2 (i.e. 
localement defini par des I-formes differentielles (0)) et Z est soit un point. soit une courbe 
analytique localement fermee. 
Lh$nition 0.1.3. Un point CE .%I sera dit singulier pour le couple (3, Z) s’il verifie l’une 
des conditions suivantes: 
(i) c est un point singulier de 9, 
(ii) c est un point singulier de Z, 
(iii) c est un point regulier de 9, de Z et Z n’est ni ni transverse i 9 
darts la feuille de 9 passant par c. 
Remarquons que si Z est defini par I’iquation rlduite f = 0, alors le 
(9, Z) est: 
X(.F-. Z) = X(.P)u C(~j)u(~‘n~“) 
en c, ni contenu 
lieu singulier de 
oti C’ est I’ensemble des points ou la I-forme co A dfs’annule et x” est le support du faisccau 
coherent: 
Ainsi 2: (.P, Z) cst analytiquc. 
Les points non singulicrs sont dits r~yu1iur.s. Lorsquc dim % = 0. cc sont lcs points 
rcgulicrs du fcuillctagc. Quand dim % = I, cc sont Its points regulicrs du fcuillctagc ct dc la 
courbe Z ou cclle-ci cst wit contonue dans la fcuillc dc .P passant par c’, wit transvcrsc 
li ccttc fcuillc. 





c est regulicr, 
9 est regulier en c et il existe des coordonnees locales (u, o) centrees en c telles quc 
.F soit dttini par du et Z par I’equation uu = 0, 
c est un point singulier de 9 et il existe des coordonntes locales (u, u) centries en 
c dans lesquelles 9 est defmi par: 
w = udc + i.cdu + ... i.EC\O,‘; 
de plus, au voisinage de c, Z est soit vide, soit riduit au point c, soit i croisemcnt normal et 
chacune de scs branches est une courbe integrale de 9. 
RHPUJ~L~LJ 0. IS. Lorsque Ic fcuillctage 9 est a feuilles analytiques et rtduit. il possede 
unc integralc premiere holomorphc [S]. Dans cc cas le couple (9, Z) est reduit si et 
sculemcnt si il existe des coordonnees locales (u, c) telles que 9 soit donnt: 
ou bicn par dv 
ou bicn par pudc + y~du = u-~+‘r-~+‘d(uP~~), p, q~tY 
et Z par I’equation u’cB = 0, 2, /I = 0 ou 1. 
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DQinition 0.1.6. Soit S un feuilletage defini dans C2 par w = u(.‘c. y)dx + b(x, y)dy et 
Z un get-me d’ensemble analytique de dimension 0 ou 1. Un arbre A est dit associP uu couple 
(9, Z) si: 
--AI”’ est un voisinage ouvert de 0 dans C*, et EC” = (0;. 
--I’> est l’ensemble des points singuliers du couple (.g(“, Z’j’) 
-S’J’ est le sous-ensemble des points non reduits de E’“; 
$‘j’ est le feuiktage a singularitb isolees, defini par la l-forme ET(w) et Z’A = Ej-l(Z). 
THCORESIE 0.1.7. 11 e.viste un arbre associt; au couple (5, Z) unique tel que Sfh’ = 0, 
h disiynant la haureur de rarbre. 
Dt?monstration. Elle se fait par recurrence sur le maximum des hauteurs des arbres de 
reduction du feuilletage ([3] p. 23) et de la courbe [S]. On est trivialement ramene 
a considerer uniquement Ic cas ou Z est a croisement normal et 9 rtduit. qui se traite 
facilement en considerant I’ordre de contact de Z avec les courbes integralcs de .P. Nous 
laissons les details au lcctcur. H 
0.2. EquirkhVion 
Soit .F dclini par lc gcrmc dc I-formc w = a(x, y)d.y + b(x, y)dy ;LVCC a, be c’z et soit 
Z unc courbc d’cquation rcduitcf= 0. avcc/~P~ ou bicn Z = (01. 
Soit h’ I’intcrvallc [z, /I] dc I’axc r&l R c C ct P(k’) l’anncau dcs gcrmcs le long dc 
0 x K c C’ x C, dc functions holomorphcs /‘(x, y. s). On notcra par la suite P le germe 
(C. h’). 
DGJinirion 0.2.1. Utw d2Jitrmution de (9, Z) de base P est la don& (.FP. ZP): 
(1) d’unc famillc holomorphc dc fcuillctages, i.e. la donnce a multiplication par un 
element inversiblc dc C (k’) prcs, dc 
OJp = A(x, y, s)dx + s(x, y, s)dy, A, BEG(K) 
tel que A(.x, y, X) = a(.~, y) et B(x, y, a) = b(x, y); 
(2) d’une famille de germcs de courbes ZP, definie a multiplication par une unite de 
C(K) pk. par une equation rtduite 
F(x, y, s) = 0, FED(K) 
telle que F(.r, y, z) =f(.x, y), ou bien Z = (0) et ZP = 0 x C. 
DC mCme que dans 0.1.2. Ic lieu sinyulier de (.FP, Z,) est l’ensemblc: 
E(.FP, Z,) = X(9,) u X(Z,) u (X’ n I”) oti, X(.Fp) est dcfini par A = B = 0, X(Z,) par 
SF c!F -=-= 
c’x SJ 
0, I par z B - E A = 0 et E” est le support du faisceau coherent 
C’.\: JY 
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Sur chaque fibre x-‘(s) de la projection x(x, y, s) = s, les germes de formes et de 
fonctions sont difinis par: 
0, = AAx, y)dx + 4(x, y)dy et FAX, y), 
AAX, y) = 4x, y, s), W, y) = B(x, y, s) et FAX, y) = F(x, y, 4. 
Remarquons cependant que ,4(x, y, s) et B(x, y, s) peuvent etre sans facteur commun sans 
que pour tout s, F, ne soit saturk. 
On note 9 x P la dtformation constante, c’est i dire celle dtfinie par: 
A@, y, s) = 4x, y), B(x, y, s) = b(x, y) et F(x, Y, s) =f(x, y). 
DPjnition 0.2.2. La diformation (9,, Z,) est dite rriuiale (resp. CL-triviale 0 < k < co) 
s’il existe un germe de diffeomorphisme holomorphe (resp. CL): 
tel que 
@:(Q=‘,OxK)+(C’,OxK) 
(1) u’(Z,) = z x P, 
(2) ww=P, Z,)) = X:(.9, Z) x c. 
(3) Q, transforme toute feuille du feuilletage regulier de dimension I defini par .FP en 
dehors de X(.FP) en une feuille du feuillctage regulier defini par 9 x P en dehors de 0 x C, 
(4) 008 = pr2. 
Dt$nition 0.2.3. La diformation (9,, Z,) est dite CquirPducrible s’il existe un arbre: 
Anp = (AI;“, CY’. SF’, EY’),_o. . . . . h 
oli M”’ est un voisinage de 0 x K dans C2 x Q: sur lequel sont dlfinis oP et ZP de sorte que: 
(I) xy’ = X($2’, Zy’) avec Zy’ = EG1(Zp) et $L” est la diformation, localement 
dtXnie par la forme Ed: quotient6 par le pycd de ses coefficients. 
(2) les +’ sont tous lisses. les Sb” en sont des composantes connexes et 
C$J’ = M&O’ n 0 x @ 
(3) les restrictions A I52’ des ~6” = ICO EL” sont des italements sur Xv’, 
(4) pour SE K, I’arbre A, = (Al!‘), z!“, S!“, Ei”) dCfini par: Min = (IK’~)-‘(s), 
Cl” = E:‘pn  Min. S!” = Sy’ n A4Jfi et El” = Ef)l A4in est I’arbre de riduction de 9,. 
DPjnition 0.2.4. On dira que le couple (.@j”. Zb”‘) est trivial (resp. CL-trivial 0 < k G 00) 
le long sun sous ensemble W x K c E ph* (0 x C) s’il existe un germe de ditfeomorphisme 
holomorphe (resp. Ck) le long de Wx K: 
CD: (Mkh’, W x K) 4 (M’h’ x I’, W x K) 
tel que cD*(.@(*‘x P) = @Ah’, V(E;‘(Z) x P) = Epk’(Zp) et Q)~rr(“’ = prz. De meme (&bh’, 
26”‘) est dit localement trivial (resp. C'-trivial 0 < k G a) s’il existe un recouvrement ouvert 
Q = (CI1),., du diviseur DAh’ de Mdh’ tel que (gjh’, Zj!‘) soit trivial (resp. C’-trivial) le long de 
chaque U, x K. 
I. DEFORMATIONS DE FEUILLETACES A FEUILLES ANALYTIQUES 
Soit (.FP. Z,) une diformation du couple (9, Z) oti 9 est un feuilletage detini par un 
germe de 1 -forme ri I’origine de C2 et Z un germe d’espace analytique de dimension 0 ou 1. 
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Nous dirons que (9,, Z,) est g feuilles fern&es si pour tout SE K le feuilletage 9, est 
a feuilles fermees. 
THEORME I. Soir (Y,, Z,) une dt$wmation du couple (9, Z) oli f est un feuilletage 
ci feuilles fermPes. Alors les trois propriith s&antes sent 6quivalentes: 
(1) (.F,, Z,) est iquirPductible et ri feuilles fermPes 
(2) (.+p’, Zp’) est C”-criuiale 
(3) (9,. Z,) est Co-rrikzle. 
La deuxieme implication (2) = (3) est triviale. 
1.1. Montrons que (1) implique (2) 
Pour obtenir une trivialisation C” globale de (@b”‘, Zf’), nous allons construire un 
couple de champs (X, , X,) d&finis et CD au voisinage du diviseur fFh’ de Mbh’, et tels que: 
(iii) cp,(Zbh’) = Zb”‘, 
(iv) XI I Dfh’ est tangent a Dth’. 
0 cp:,’ et cp:,’ dcsigne le flot de Xi, 
Rcmarquons dans un premier temps qu’une deformation Oquiriductible cst localement 
analytiqucment trivialc aprcs reduction: Aux points singuliers on a une famille de feuillcta- 
ges simplcs et rcduits (cf. Rcmarquc 0.1.5.); une version a parametrcs du thcorcme de 
linearisation ([SJ p. 482 ou [I J p. 38) montrc que cette famille est conjuguee B la 
deformation trivialc definic par d(xPyq) et la courbe d’equation x”y”. Aux points reguliers la 
trivialisation s’obticnt par rectification du feuilletage. 
Soient (il( = {U, JIeL une famille d’ouverts de Mbh’ recouvrant II’“’ sur lesquels (@p’, 
26”‘) est analytiquement riviale et des champs X’ sur U, dont les parties reelles Xi et 
imaginaires Xi verifient les proprietts (i), (ii), (iii) et (iv) en restriction a U,. Lorsqu’on recolle 
ces champs en deux champs C”, ri I’aide d’une partition de I’unitt, on perd, en general, la 
propritti (ii). II est facile de voir que pour la conserver, il suffit que la partition de I’unitC soit 
constituee d’intigrales premieres de .@‘p’, c’est a dire de fonctions C”, constantes ur les 
feuilles de @p’. 
LEMME 1.1.1. I1 exisce un recouvrementjini {V,},., de D”’ par des ouverfs de Mbh’ et sur 
chaque ouuert V,: 
(1) un couple de champs ( Y{, Y{) uPrifiant les conditions (i), (ii), (iii) et (iv) er 
(2) une fonction C”, p,: VI + R telle que: 
(a) pJ est constante sur les feuilles de 9bh’, 
(b) supp pJ A Dfb est compacf. 
(c) cpJ = 1 en restriction i un tioisinage W de Dth’ duns M$‘. 
La demonstration du thioreme s’acheve alors comme suit: Prenons pour XI (i = I, 2) la 
restriction a W du champ c pJ Y,‘; la condition (b) imphque que chaque pJ Y/ se prolonge 
par 0 au voisinage de D , (h’ ‘la condition (c) implique (i) et le (ii) dlcoule de (a). n 
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Demonstration du Lemme 1.1.1. Notons (Ci)ic, les composantes irrlductibles du diviseur 
Dth’ et soit 
1, = (iE f/9$*’ est transverse a C,) 
12 = 1 - I,. 
Les composantes indicies par II sont appelles dicritiques. D’aprb la definition de la 
reduction (cf. Chapitre 0) pour i et i’tz I,, avec i # i’ on a Ci n Ci* = 0. Notons 
(Dj)jeJ, 
les composantes connexes de D’*’ - 
Donnons nous: 
. 
(4 pour tout jEJ,, un voisinage ouvert I’; de Dj sur iequel est difini une intlgrale 
premiere holomorphe F, telle que: 
F,(D,) = 0 et 
I’intersection de K,(E) = F,‘-‘(B(E)) avec D’h’ est un compact de V;, (oti 
B(E) = (ZEQ=/IZ( < E}). 
Au voisinage de chaque D,. le feuilletage st a feuilles analytiques et un nombre tini 
d’entre elles adherent au diviseur. Une version a parametres de la mithode de recollement 
de [S] donne I’existence d’une integrale premiere au voisinage d’une composante ir- 
reductible de D,; pour construire la fonction F, cherchee, on peut raisonncr par recurrence 
sur le nombre de composantcs et reprendre la construction de [SJ. ici une version 
a paramctrcs. Nous laissons au lecteur le d&tail dc cette adaptation. Quittc a modifier le 
recouvrement initial {V,} et Its champs X’ on supposcra quc ceux-ci laisscnt invariante 
I’integrale premiere F,: 
si U,nD,# Qr on a X’(F,)=O. 
(8) un recouvrement ouvert { Vj},* J2 de Dth’ - u K, (c/4), plus fin que Ic recouvrcment 
1eJ1 
initial {rl,}, dont les ouverts ne coupent aucun D, pour jE J,, et tel que la restriction 
4$“1 V; soit une fibration rs,: V; --, V; n D”” de fibre un disque. Construisons les couples de 
champs (Y{, Y:) aSSO&% au recouvrement { vj},. J oti J = JI u J2, demand&s au (I) du 
lemme: 
-Pour jo J2 on prend la restriction a ,V; du couple (Xf , Xi). 
- Pour jc J,, on se donne un systeme de fonctions C”, { $1}1,, a supports compacts oti 
A = (1~ L/U, n D, # 0 } telles que: 
l SUPP $1 = VA, 
l {swp SA)A.,, recouvre D,. 
l clLl = 1 en restriction a un voisinage de D,. 
On pose alors: 
Y,‘= c $lX: pour i = 1,2 
1 
06 les X/ sont les restrictions des X:; les champs Y/ verifient I’hypothtse (ii) grace 
a I’hypothese (x). 
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Posons maintenant pour J = J, uJ1: 
Vj = Fj-‘(B(E)) si jEJ, 
vj = v; si jEJ2; 
et considerons SIX chaque ouvert Vi les champs Y/ (i = 1, 2) construits ci-dessus, 
eventuellement leurs restrictions i jc J1. 
11 reste a construire la “partition de I’unitt” en integrale premieres: 
Pour je J, prenons pi = p 0 Fj oti p est une fonction C”, 
p: B(E) + R telle que 
p = 1 sur B(.s/2) 
p = 0 en dehors 
Faisons de mime pour les indices de J2. Soient (Kj}j,,, . une famille finie de compacts 
K, C Vj, telle que la famille {Kj}j~JI de leurs intlrieurs dans Mbh’ recouvre 
C = D(h) - u Fj ‘(B(s/3)) et tel que Oj(Kj) = K,n C; considlrons les fonctions pi”: 
ISJI 
de B(3&/4). 
C n Vj 4 IF4 valant I sur K, n C et a support compact dans C n Vi. On &end ces fonctions 
p; au voisinage de Kj en posant 
p; = p;ooj. 
La construction s’achtve de manitre habituelle en posant pour tout je J: 
1.2. Montrons que (3) implique (I) 
Donnons nous une d&formation (9,. Z,), topologiqucment riviale de (9, Z), Q, un 
homcomorphisme de (C’, 0 x K) qui trivialise (9,, Zp): 
et 
@(x, y. s) = (cD,(x, y, s). s), @, conjugue topologiquemcnt 9, et 9, 
Q,(Z) = z,. 
I1 est clair que pour tout s E P, le feuilletage 9, est a fcuilles fermees. 
Pour montrer que (9,. Z,) est iquireductible, nous proddons en deux itapes. Nous 
montrons tout d’abord pour tout SE P I’iquivalence (0.1.2.) des arbres de reduction des 
(9,, Z,). Puis par recurrence sur la hauteur de I’arbre de reduction de (9, Z), on montre 
que la deformation (9,, Z,) est Iquirlductible. 
LEMME 1.2.1. Pour tout SE P, farhre de rPduction de (9,. Z,) est iquivalent h rarbre de 
rhduction de (9, Z) et ce en respectant la nature, dicritique ou non, des diviseurs. 
Ce lemme est un corollaire du thlortme C de [2] qui montre que deux “courbes 
gcntralistes” topologiqucment conjugutes ont dcs arbres equivalents. Cependant pour les 
feuillctages a feuilles fermtes, cela pcut se voir plus directement et nous donnons ici une 
demonstration plus explicite que celle de [2]. 
Considcrons la partition de I’ensemble 9’(T) des siparatrices de 9 en classes 
d’tquivalences topologiques: 
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D’aprQ [lo], k(3) est fini et les classes Yi(F) peuvent itre finies ou inlinies; ce demier cas 
se presente lorsqu’une siparatrice se disingularise transversalement i une composante 
dicritique du diviseur D. Quitte a riordonner les indices on kit k(9) = k, + k,: 
pour i < kl, Yi(S) contient un nombre fini de separatrices et 
pour i 2 k, + 1, Y’i(Y) en contient un nombre intini. 
II est clair que si 9 est simple, k2 = 0. 
Dkjnition 1.2.2. On appelle systeme complet Y de separatrices de 9 une union finie: 
Y= 5 Yj(S)lJ ii Sj 
j=l j=kt+l 
ou pour tout j. k, + I <i < k, + k,. Sj est une stparatrice choisie arbitrairement dans 
LEMME 1.2.3. Soit .P un germe en 0 defeuilletage ci feuilles fernlies. Pour tout systt!me 
complet 9’ de stipurtrtrices de .F et pour tout espace antrlytique Z de dimen.sion I ou hien de 
dimension 0. on a: 
A(.U. Z) = A(.P. Z) 
oti A(.(f, Z) cst I’arbrc dc rdduction dc la courbc Y’v Z. 
Di.fnorrstrtrtif)rI du Lemme 1.2.1. Soit .‘/’ un systcmc complct de scparaticcs de 9. Pour 
tout SE P, posons Y’, = (I),,(.Y). II cst clair quc 9, cst un systcmc complct de scparatriccs dc 
5X. D’aprcs lc lcmmc (1.2.3.) pour tout SE I’, on a A(.F,, Z,) = A(:/,, Z,). D’autrc part 
d’aprcs [I IJ pour tout SE P, A(.!!,u Z,$) z A(.Y u Z). Par conscqucnt on a: 
A(.P,. Z,) z A((.F. Z) pour tout SEP. De plus Its composantcs dicritiqucs dcs diviscurs 
apparaissant dans la reduction de .F corrcspondcnt aux classes d’cquivalcncc .Y,(S ), pour 
i = k, + I,. . . k, + k2, Ccttc rcmarquc achcvc la demonstration du Lcmmc 1.2.1. n 
Dhonstrotion du Lemme 1.2.3. Soit 9 un germc cn 0~43’ dc fcuillctagc a fcuillcs 
fcrmccs, 9’ un systcmc complct dc scparatriccs dc 5 et Z un ensemble analytiquc dc 
dimension 0 ou I. La demonstration du lcmmc SC fait par rccurrencc sur la hautcur h dc 
I’arbrc de reduction dc (9, Z). 
Si h = 0 et si Z est de dimension 0 alors .F cst simple et rcduit en 0; par consequent 
Y’ a dcux scparatrices transvcrscs et lisscs et est aussi rcduit. 
Si h = 0 et si Zest de dimension I alors 9’ est constituec dc dcux separatrices dont I’unc 
contient Z; on conclut encore comme ci-dcssus. 
Supposons que la proprictc est vraie pour h < N - 1 et posons h = N. En tout point 
c dc S”’ = S”‘((.P, Z)) = S”‘((.V. Z)), le gcrmc en c dc :$“i, not6 .$‘I’, c cst a fcuilles 
fcrmccs. DC plus on.posc suivant la nature du diviscur D”‘: 
si D”’ cst non dicritique: 
9, c = E - ‘(Y), c 
Z,c= (c)uE-‘(Z).c 
si D”’ est dicritique: 
I 
Y,c = lY’(.V).c- D”’ 
Z,c= D”‘uE-‘(Z),c 
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On applique alors l’hypothtse de recurrence en tout point c: 
A(9 c’ z c) = A(W 97 9 , c: z, c). 
On a done la propriete pour h = N. 
Considtrons maintenant une deformation topologiquement triviale (.Pp, Z,) d’un 
couple (9, Z). Nous allons montrer par recurrence sur la hauteur de I’arbre de reduction de 
(9. Z) le: 
LEMME 1.2.4. Si pour tout s duns P on a f$~icalence des arbres de rkduccion: 
G(.F,, Z,) z G(.F. Z), conservant la nature des diriseurs. alors la dllformution (.Pr. Zr) est 
~quir~ductible. 
Renrarque 1.2.5. [2]. L’ordre vp( 4 ), c’est a dire le plus petit entier k tel que le k-jet en 0 de 
la I-forme UJ definissant 3, ne depend que de l’arbre de reduction de f muni de la donnee 
des diviseurs dicritiques. 
Dimonstration du Lemme 1.2.4. Soit h la hauteur de I’arbre de reduction de (9, Z), Si 
h = 0 le lcmme est verific puisque 9 est simple (cventuellcment Z c 7). Supposons le 
vcrific pour /I < N - I et posons h = N: Notons (w,),,,~ la famillc des I-formes associces 
a 3-P (02.1.). D’aprcs la rcmurquc 1.25, pour tout SE P on a v0(.F3) = vO(.F). Par 
conscqucnt, aprcs cclatcmcnt dc 0 on pcut, pour tout s, diviscr Its formcs E*(w,) par unc 
mcmc puissance xv ou .x”+ ‘, su’ivant qu’il existc ou non unc infinite de scparatrices lisscs 
a tangcntcs distinctcs; cn d’autrcs tcrmes 0 cst unc singularitc dicritiquc pour .F si ct 
sculcmcnt si c’cn cst unc pour 9,. Dans Its dcux cas I’application I).*’ + @ cst a fibrcs finics. 
L’cquivalcnccs dcs arbrcs impliquc quc la restriction a n - r(s) dc 1;” cst indcpcndantc dc s. 
Par conscqucnt la projection Et” + C est etalc. 
En tout point c de Err’(_F, Z), I’arbre dc reduction dc ((.?‘I’, c), (E;‘(Z), c)) est I’arbrc 
A(.F, Z) auqucl on a enlcve M”’ et gcrmifit en c. On applique I’hypothcsc dc rccurrcncc 
aux deformations ((.?‘I’, c)~. (E,-‘(Z). c)~). n 
II. EXISTENCE D’UNE INTECRALE PREMIkRE hl~ROhlORPtlE DANS UNE CLASE DE 
CONJUGAlSON TOPOLOGIQUE 
Nous montrons dans ce chapitre qu’un feuilletagc a feuilles fermces 9 est topologique- 
mcnt conjuguc a un gcrmc de feuilletage qui posscde une integrale premicrc mtromorphe. 
Pour cela on construit unc d&formation topologiquement triviale de f de base 
P = (C, [O, 11) qui aboutit a un fcuillctage 9 , possedant une intcgralc premiere 
mcromorphc. L’existcncc d’unc tclle deformation se dcmontre par rccurrencc sur la hauteur 
de I’arbrc de reduction de 9. Mais au premier klatcment le diviseur peut itre dicritiquc et 
la deformation triviale donnce par I’hypothcse de recurrence ne lc conserve pas. a priori. 
Pour remcdicr a c&i on introduit la don&e d’un diviseur dans I’hypothtse de recurrence. 
Aprcs avoir prcciscr ce que nous entcndons par d&formation holomorphe par morceaux 
d’un couple (9, Z) nous montrerons le: 
THEOR~ME II. I1 exisre une d&rmation (.Fzp, Z,), Co triviale de (3, Z) felle que la 
resfrict ion 9, = Yp 1 n[- ’ ( I) possdde une intkgrale premike miromorphe. 
EXISTENCE D-USE INTEGRALE PREMIERE MEROMORPHE 265 
II.1. Dt$rmation du coupie ( 9. Z) 
D$inition II. I. I. Nous appelons ici dtformation holomorphe par morceaux gun couple 
. (9. Z) de base P = (C, [z, p]). (ou paramitree par [x. PI), la donnie d’une subdivision 
z=&)<z, <... c I, = B de [I. /I] et, pour chaque i = 0, . . . , m - I: d’une deformation 
(.Fp,. Z,,) parametree par [zi, pi]. telle que I’on ait l’egalite des restrictions: 
et pour i = 0. (.F,, Z,) = (3, Z), oti I’on note toujours (.F,. Z,) la restriction de (9,. Z,) 
a n-‘(s). fibre de la projection: 
rt: C2 x Q= * C, I[(& 4’, s) = s. 
Dans tout ce qui suit, deformation signifira deformation holomorphe par morceaux. 
Dkjnition 11.1.2. Nous dirons qu’une deformation (.9 P, Z,) est PquirPductible si pour 
tout i = 0. . . . , m - I. le couple (.PP,. Z,,) est iquiriductible (cf. 0.2.3.). 
De meme, 
DGfinition 11.1.3. Nous dirons qu’une deformation (.FFp, Z,) est triviale (resp. Co-trivi- 
ale) si elle est conjuguee (resp. Co-conjupuce) a la deformation trivialc (9 x P, Z x P). c’est 
ri dire. si pour tout i = 0 ‘.. m - I. (F,,,, Z,,) est triviale (rcsp. Co-triviale). Dans ce cas Its 
restrictions .Fs cl .P, sont conjuguccs (rasp. Co-conjuguccs). 
Remcrrqw Il. I .4. (i) on nc dcmandc pas la coincidcncc dcs diffcomorphismcs dc conju- 
gaison aux points dc la subdivision. 
(ii) si le couple (9, Z) est reduit, toutc deformation cquireductiblc (.PP, Z,) cst triviale. 
11.2. D~monstrution du Thi&mr II 
La demonstration du theoreme II se fait par recurrence sur la hautcur h de I’arbre de 
reduction de (9, Z). Dans la premiere &tape on construit unc deformation topologiquement 
triviale de (.F, Z) qui aboutit a un feuilletage admettant aprcs un lclatement des integrales 
premieres mlromorphes locales. 
Si h = 0, le feuilletage 9 est simple, le thtoreme est done trivialement vrai. Supposons-le 
vrai pour h c ti et considerons Ic cas h = H: 
PrrmiPrr ktapr. Nous allons montrer qu’il existe une deformation (9,. Z,), Co-trivialc 
de base P = (C, [0, I]) tellc que $1” posscdc dcs intfgralcs premieres mcromorphes 
locales. 
(9, Z) etant de hauteur If, on applique I’hypothese dc recurrence aux points de 
X”’ = {t,, . . . , t,,}, singularites du premier &late dc I’arbrc de reduction (0.1.7) de (9, Z): 
pour i = I,. . . , p, il existe une deformation (jTP. ‘Z,) de (.gj”, Z1) telle que ‘Y1 
possede une integrale premiere meromorphe. 
Ici Yj” est le germe en t, de $(I’ et Z, est le gcrme en t, de E;‘(Z). 
Considerons pour tout i la deformation ‘sP (= ‘$J”- I)) de ‘gP. Nous garderons la 
notation D”‘, comme premier projectif apparu dans D”“. 
TOP 31:2-E 
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D’apris la remarque II. 1.4, (jg,, Ei h _ , (Zj)) est localement trivial. Donnons nous des 
trivialisations locales aux “points de branchements” t,, . . . , t, sur D”‘: 
oj: Vj 1 V; j=l,....p 
oli Vi et Vj sont des voisinages ouverts de tj x [0, l] dans A4“” et @, transforme 
(‘.P,. EP.h_l(Zj))en(T r(H’, EH ‘(Z)) x P. Soit IV,-, un voisinage de D”’ - E”’ dans Mu” tel 
que I+, n D”’ soit contenu dans D”’ - z(l); on considere V,, = W, x C muni de la 
deformation triviale g”” x P au voisinage de (D”’ - Y5:“’ x [0, I]. Considerons la vat-i&t? 
2 = vouu vi cDj 
i i 
obtenue en recollant les sommets des arbres d’equireduction des j$:p et gqH’, le long de 
Vj n V,,. suivant les diffeomorphismes Qj. Par construction, la vat-i&l obtenue J? est munie 
d’une submersion ii: ./f + 63 et d’un feuilletage compatible avec cette submersion, qui en 
restriction a r?-‘(O) u fUur’, est tgal i gtH’. De plus, comme nous supposons que les 0, 
laissent stable le diviseur D”‘, on obtient par recollement un diviseur i croisements 
normaux G c ./7. tel que d n ii- ‘(0) soit egal au diviseur de la reduction de 9. D’aprls une 
version d’un theorcme de Grauert (cf. [7] 1.3.1.) on a une deformation du sommet de l’arbre 
qui est diffcomorphc au sommet de I’arbre de reduction d’une deformation de 9. Par 
construction Ic feuillctagc .F, obtenu en restrcignant la deformation 9 a C2 x I, admet. 
aprcs un cclatcment. des intcgralcs premieres mcromorphcs locales. Ricn entendu on a aussi 
unc deformation cquircductible du couple (9, Z) car le rccollcment se fait en dohors dcs 
cclalcs diviscs dc Z. 
Lku.ui~nrr C;fopc. Nous considcrons Ic couple (.P,, Z,) construit dans Ie paragraphe 
prcccdcnt ct dent Ic fcuillctagc 21” posddc aux points de I?,‘) dcs gcrmes d’integralcs 
prcmicrcs mcromorphcs. Nous construisons unc deformation, paramctrce par I’intervalle 
[I. 21, du rccollcmcnt qui pcrmct de rccoller Ies integrales prcmicres locales de .F2. 
Contraircmcnt au paragraphc preccdcnt les mcthodcs diffcrcnt suivant quc D{” est dicriti- 
quc ou non. 
Le ms non dicrific/ue. Nous avons aux points de I’,*’ = (1,. . . . , f,}. des integrates 
premieres mcromorphes /; quc nous pouvons supposer holomorphes en dehors de t,. 
Posons L = D’,” - 1:” et soit t, un point de L. Pour tout j,& se prolongc a un voisinage W, 
(simplcmcnt conncxe) de L u (f,} et contenant t ,,, en une inttgrale premiere holomorphe. 
(voir [S] p. 501). 
Soit x la coordonnee qui linearise I’holonomie en t,, et nous permet d’lcrire 
H,,(L, f(J) = (r,,) et If(L, to) = (r,). On note encoreho la restriction deh a (C, to) et la 
rclationfjO u ry, =Jjo nous assure I’cxistence de Ije DitT(C, to) tel que 
ho = lj(X”‘). 
Notons L, I’inverse de I,: L, = c Ijk’ xk et pour s E [I, 21 
kZ1 
L;(x) = Ij”x + (2 - s) c ,y’.x? 
k32 
Nous chcrchons V]E DilT(C, to) verihant 
(i) 
!- 
Lj O/j0 o f&(X) = Xv’ 
et 
(ii) c$orY, = rV,o#. 
Montrons d’abord qu’un tcl cpj dcfinit un recollement. 
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Considirons (comme dans la premitre itape) un recouvrement Y = { V,}iBO.. p de 
Di” x [l, 23 tel que pourj 3 1. Vi n D”’ est WI voisinage de tj. Soient $E Vi n D$” - {tj} et 
(C, t;) un facteur transverse H D 1” Nous noterons (-4, y$) les coordonnkes de VJ (j k 1) et . 
(x,,, ya) celles de V& ceci pour tout s. 
LEMME 11.2.1. Soit (rp;)~Dif$~,~,( C  tj) et vi%ijiant la condition (ii). Alors la oariS 
J,(P;. . . $pp’, obtenue en recollant les Vj avec VO par qjo: 
(xf*fl) = cPjO(xO~YO)=(cPf(xO)~YO) 
est difiomorphe C?J MJ”. 
La condition (ii) permet de prolonger& i V: n Vj et la dtmonstration du lemme est 
analogue g celle de la premiire Ctape. Nous obtenons une d&formation (9,, Z,) de (5,. ZI ) 
paramktrle par [I, 21. Co triviale. 
Vlrifions que le recollement est bien choisi: 
LEMME X2.2. Fz posshde une inkgrale premike mkomorphe. 
DPmonstration du Lemme 11.2.2. Pour s = 2, 
/jtxf9 Yf) =fj(cP:(-rO)v YO) 
se prolonge au voisinagc de y. = co et en restriction ri (C, to) on obtient: 
/;(cpf(-x0). IO) =/io”‘p:(xo) = (L:)-‘(xa) = $x2. 
Alors on a [II” x//n rp:(x)]“’ = xv et le prolongemcnt de xv au voisinagc de L se recolle 
avec (II” x/,(x:, yf))” 1 au voisinage de t, en une intkgrale premiirre mlromorphe F2 de 
@i” au voisinagc de III”. II est clair que J” dkfini par /; 0 E$” = F2 est une intigrale 
premitre mkromorphc de .Fz. a 
LEMME 11.2.3. Le sysrPme d’cquations (i) et (ii) a une solution ‘p; qui vaut fidentirP 
pours= I. 
Dimonswation du Lemme 11.2.3. Nous posons pour rkoudre le systkme 
Lj = L,,fiO = f et ‘p; = 40, 
et nous cherchons cp, comme solution de (i): 
L, ofi v,(x) = XV’. 
Composons cette CgalitC par cp; ’ aprls I’avoir dtrivk par rapport d s. On obtient: 
oti on a posi A,(x) = A(x, s) = d~Q?s(rp,-l(x)). L’lquation (i’) se rend explicite en A, dis 
que ~?L,/&(j(x)) appartient i I’idkal engendri par c?LJ~Yx(f(x)) x/‘(x); ceci est toujours 
vrai d’aprb le choix fait sur L, et on voit que A, = x(a(x”‘, s)). 
D’autre part la condition (ii) est tquivalente $ I’existence de @ telle que 
q,(x) = X(Q(X” ,s)). Comme A vtkifie cette condition, la solution cp. de l’iquation dif- 
fkrentielle A@, s) = _t valant I’identitl pour s = 1 est de la forme v,(x) = x( I + 0(x”, s)). 
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Le cas dicritique. Nous appelons /i ies integrales premieres mtromorphes en fi et 
holomorphes en dehors de rj. La restriction Rj de fj a D’,” se met SOUS la forme 
R,(t) = (t - Cj)“‘rj(t) avec nj~E et oti Ton peut prendre rj(tj) = 1. 11 est facile de voir qu’il 
existe une fonction meromorphe R: D\” + D’,” dont les points tj sont des poles ou des zeros 
de multipliciti “j et des diffeomorphismes analytiques VjE Diff(@“, tj) tangents d I’identite 
tels que qj(tj) = tj et Rjo ‘pj = R. On pose pour SE [l, 21 
(*) qf = (2 - s)id + (S - l)Qj. 
Reprenons un recouvrement 3’ = { Vj~j=o,,,p de Di” x [l, 2] dont les restrictions 
Y! a D’i” vtrifient: 
J 
et 
V,! = {t/It - tj( < pj} si j = 1, . . . , p 
Nous appelons $ la fibration dctinie par le fcuillctage $i” x [I, 2) en dchors des V, et qui 
a un point ZE V0 associc le point d’intersection de D\*) x [t, 21 et de la feuille passant par c. 
Nous pouvons imposer a I _ que: 
V” = l+P(v;, 
et 
V’ 01 = Van v, = ij/_‘(V,: n v;,. 
Notons encore (~7, y;) les coordonnccs de Vjl u 2 I) et (x0, yo) ccllcs dc V; (cc pour tout s). 
LEMME 11.2.4. Soir (P;E Diff,,, zr(C, tj) n Voj et otrifiunt (*). Alors lu uuriith ohtenue en 
recollunt V, UCjeC V0 pclr VjO: 
l-$3 fl) = cPjO(x03 YO) = (PjO I(I(x0* YO) 
est di$kwnorphe d Mb”. 
On obtient encore unc deformation (.FP, Z,) de (Y,, Z,) parametree par [I. 23, 
Co-triviale. 
De plus: 
LEMME II.2.5. 9, po.ssGde une inriyrale premike m&omorphe. 
Dimonstration du Lemma 112.5. En s = 2 on a 
h(X:~ Y:) =/Jo cPj(+(xOv YO)) 
qui se prolonge pour tout j en 
FZ(XO.YO) = Ro$(xo,Yo). 
On a construit une integrale premiere meromorphe F2 de $i” au voisinage de Di”. Celle-ci 
se “redescend” en f2 = F2 0 (E$")- 'en dehors de S$“’ = (0) et se prolonge en une integrale 
premiere mtromorphe de Fz. H 
Ceci achtve la demonstration de la deuxitme ltape et du Theoreme II. WH 
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